
CAPÍTULO 7

Exercícios 7.3
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Portanto,
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3. b) Seja F(t) � 
  

t i t j e kt� � � �1 1
r r r

onde F(t) � (F1(t), F2(t), F3(t)).

Componentes de F:  
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F é contínua em t0 ¤  Fi é contínua em t0 para i � 1, 2, 3.

F1(t) é contínua para t � 1 � 0  Þ  t � 1,

F2(t) é contínua para t � 1 � 0  Þ  t � �1 e

F3(t) é contínua para todo t � �.
Portanto,
F é contínua no conjunto {t � � � t � 1}.
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2. b) Sejam G(t) � (t2, t)  e  G(1).
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Por hipótese: 
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Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, sendo Fi definida e contínua no intervalo [a, b],
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Exercícios 7.7

1. a) 	(t) � (t cos t, t sen t)     t � [0, 2�]. Daí

	�(t) � (�t sen t � cos t, t cos t � sen t) e, portanto,

      � �	� � � � � �( ) ( cos ) ( cos )t t t t t t tsen sen2 2

  
� � � � � �t t t t t t2 2 2 2 1( cos ) ( cos ) .sen sen2 2
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O comprimento da curva é:

      
L t dt t dt( ) ( )	 	
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Façamos a mudança de variável:
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t � 2�;  u � arctg 2�

      

L u u du u du

u

( ) sec sec

sec

	
��

� � �1 2 2 3
0

2

0

2
tg

arctgarctg

1 24 34 ÚÚ

    
�

0

2arctg �

Ú  

  

sec secu

f g

◊
≠ ≠

2

�

u du � 

      

sec secu u u u u du
f g

tg tg tg

arctg
arctgÈ

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú Ú

0

2

0

2
�

�
�

�
1 24 34

    

� � �sec sec (sec )u u u u dutg

arctg
arctgÈ

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú Ú

0

2

2
0

2
1

�
�

ou seja 2 sec sec sec3
0

2

0

2

0

2
u du u u u du� �

arctg
arctg

arctg
tg

�
�

�

Ú Ú
È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

Portanto:

    

L u du u u u u( ) sec sec ln(sec )	

�
�

�

� � � �3

0

2

0

2

0

2
1

2

1

2
tg tg

arctg
arctg

arctgÈ

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
úÚ

      

� 
 � � � � �

� �

1

2
2 2 0 0

1

2
2 2 0 0

0

sec( ) sec ln(sec( ) ln(sec )arctg tg arctg tg

1 4 1 42 2

� � � �

� �

1 244 344 1 244 344 1 244 344

È

Î

Í
Í
Í

ù

û

ú
ú
ú

È

Î

Í
Í
Í

ù

û

ú
ú
ú

    
� � � � �

1

2
1 4 2

1

2
1 4 22 2� � � �◊ (ln( )), ou seja,

L( ) ln( ).	 � � � �� � � � �1 4
1

2
2 1 42 2
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	�(t) � (�sen t, cos t, �e�t).

� �	� � � � � �� �( ) cos .t t t e et t2 2 2 2 21sen

      
L t dt e dtt( ) ( ) ( ) .	 	

��
� � � � �� � 1 2

00

1
2ÚÚ

1 1 00



58

Façamos a mudança de variável
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�

sec2 �

�
�

tg
d

    
t � �0

4
; �

�
1 � tg2 � � sec2 �

t � �;  � � arctg e��.

Temos:

      

1 2
0

3

4

2

1
4

2

� � � ��

�
�

�
e dt d dt

e

e

�

�

�
��

�
� � � �

�

�Ú Ú Úsec
cossec sec

( )
/

tg

arctg
tg

arctg

678

    
� �

��
cossec cossec

//
� � � � �

��

��
d d

ee
tg

arctgarctg
2

44

ÚÚ
� � �

��
cossec (cos )

//
� � � � �

��

��
d d

ee
2

44
sen

arctgarctg ÚÚ

      

� � � �
�

� �

�
ln(cossec cot )

(cos )

( )

/ /

� �
�

� �

� �È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

arctg arctge e

4
1

4

1
�

Agora:

    
cossec cot

cos cos
� �

�

�

�

�

�
� � � �

�1 1

sen sen sen

1 4

4

1
2

2
2

2

2 1
�

�
�

� �
cos �

�sen
�

1
1

1

1

1

1 1 1 1

1 1

2

2

2 2

2

�
�

�
�

�

� � � �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

cos( )

( )

)

)

(

(

arctg

sen arctg

e

e

e

e

e

e

e

e

e

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� �

� �
�

� �

�

� �

�

�

1 1

1 1 1 1

2

2 2

e

e e

e

e

�

� �

�

�( )
�

    

(cos ) cos (cos )

/

�
�

�

�

��
�

� �

�

� �1

4
1

1
4

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

Ê
Ë

�
¯

È

Î
Í
Í

ù

û
ú
ú

arctg

arctg

e

e

    

� �
�

� � �
�

�

�2
1

1
2 1

2

1

2

e
e

�
�

Ê

Ë
Á

�

¯
�

È

Î

Í
Í
Í

ù

û

ú
ú
ú

�



59

Substituindo �, � e  � em �:

    

L
e
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�� � �

� �
� � �

�

�

�2 1
1 1

2 1
2

2
2

      

L e e e( ) ln ( ) ( ) ln ln ( ) ,	 � � �� � � � � � � � � �� �2 1 1 1 2 1
1

2 2
{

    L e e( ) ln ( ) ( )	 �� �� � � � � � � �� �2 1 1 1 2 12 2◊
ou seja

    
L

e
e( ) ln .	 �

�
��

� �

�
� � � �

�
�1 1

2 1
2 1

2
2

f) Seja 	:[0, �]  �  �2  tal que x(t) � 1 � cos t e y(t) � t � sen t
x�(t) � sen t e y�(t) � 1 � cos t

	�(t) � (sen t, 1 � cos  t)

� 	�(t) �2� sen2 t � (1 � cos t)2 � 2(1 � cos t) � 2 · 2 sen2 t t

2
4

2
2� sen

      
L t dt

t
dt

t
( ) ( ) cos	

�� �

� 	� � � �� � 2
2

4
200 0

senÚÚ È
ÎÍ

ù
ûú

� � � �4
2

0 4cos cos .
�Ê

Ë
�
¯

6. a) Seja 	: [a, b] � �n, com derivada contínua e tal que � 	�(t) � � 0 em [a, b].

Seja s: [a, b] � � dada por s(t) 
   
� �� �	 ( ) .u du

a

t

Ú
Nestas condições a função s � s(t) é inversível. Seja t � t(s) sua inversa.

A curva 
: [0, L] � �n dada por 
(s) � 	(t(s)) está parametrizada pelo comprimento
de arco (reparametrização de 	 pelo comprimento de arco).

Portanto, 	(t) � (2t � 1, 3t � 1)   t � 0. Temos
	�(t) � (2, 3) e daí

� 	�(t) � � � �4 9 13 . Segue

  
s t du t t s s

t
( ) ( )� � �13 13

1

130Ú Þ . Daí

    

 	( ) ( ( )) ,s t s

s s
� � � �

2

13
1

3

13
1

Ê
ËÁ

�
�̄ .

b) 	(t) � (2 cos t, 2 sen t), t � 0.
	�(t) � (�2 sen t, 2 cos t) e daí

� 	�(t) � 
 
� � �4 4 22 2sen t tcos . Segue que

  
s t du t t s s

t
( ) ( )� � �2 2

1

20
ÞÚ  e, portanto,

    

 	( ) ( ( )) cos ,t t s

s s
� � 2

2
2

2
senÊ

Ë
�
¯ .
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d) 	(t) � (et cos t, et sen t), t � 0. Temos

	�(t) � (et cos t � et sen t, et sen t � et cos t) e daí

� 	�(t) �2 � e2t [(cos t � sen t)2 � (sen t � cos t)2] � 2e2t, ou seja,

� 	�(t) � � et 2 . Então

  
s t e du e e

s
t s

su
t

t t( ) ( ) ln� � � � � �
�

0
2 2 2

2
1

2

2Ú Þ Þ , ou seja,

    


 	( ) ( ( )) cos ln , lns � �
� � �

t s
s s s2

2

2

2

2

2

Ê
ËÁ

�
�̄

Ê
ËÁ

�
�̄

Ê

ËÁ
�
�̄sen .


