CaprituLo 7

Exercicios 7.3
1. Sejam F(t)=(t,sent,2) e G(1)=(3,1,12).

a) F(t)-G(t)=(t,sent,2)-(3,1,12)=3t + t sen 1 + 212

ik B} ) )
d) FOONG@)=|t sent 2 |=@2sent—20)i +(6—13)j+ > —3sent)k-
3 ¢t £

FONG(t)= (Psent —2t,6 — 2,17 — 3sen 1).

2. Sejam F(n)=1i +2j +1%k e X(t)=t —j+k.

i j ok ) ) )
FONXD=|t 2 2|=Q+)i+@—1j+(-3k.
r -1 1

3. Sejam gi(r)=senti +cost j+1k e
V(t)=senti +costj+k

i) v(@)=sen? t+cos2r+r=1+¢.

Exercicios 7.4

R . 1P -8)- . cos )~ . -
L¢) lim 7(r) =| lim — i +| lim L 1j+/|lim 2t |k.
1—2 =2t — 4 =2 t—2 t—2

8- S +2w+4) 12

lim 3 = lim =—=3,
-2 12 —4 52 (TS +2) 4

. cos™  (=senD)(—7F) g T
lim I =lim ———L =" .gsen—=—¢
t—2 =2 t—2 1 4 2 4
lim 2r=4.

t—2



Portanto,

lim 7()=3i + = j+4k.
t—2 4

2.5) fO)- FO)= (1) (F(1), F(0), . Fy(1)). Temos
ER ERn

F@)- F(O)=(f(t) @), f(1) B(2), ..... (1) F,(1)). Segue que

lim f(t) F(t)=(lim () F(0), lim f(t) B(0),... im f(1) F,(1)
-1, -1, -1, -1,

=(lim f(¢)- lim F (), im £ lim FB(),.., lim £¢)- lim F,(1)).
t

l—)lO t—)[o —)to l—)lO t—)to [—)[0

De lim F(r)=a segue que lim| F(r)—a|=0.
-1,

t—)l‘o - 0

Por outro lado, paratodoi = 1,2, ..., n
| () —a;|<||F()—al.

Pelo Teorema do Confronto:

lim F(t)=a; parai=12,..,n
t—)to

Portanto, usando lim f(tf)=L e lim F(t) = g;, segue:
-1, -1,

lim f(t) F(t)=(Lay, Lay, ..., La,) = L(ay, ay, ..., a,) = La.

t—)to

¢) Sejam F(1)=(F (1), B(t), F3(n)e lim F(t)=d = (aj, ay,a3)
t

—)t()

G(1)=(Gy(1), G (1), G3(1) e lim G(t)=b = (by, by, b3)-
t—)lo
B . ik
F)/NG)=| F(1) F(1) F@)
Gi(t) Ga(t) G3(1)

F(1)/\ G(t) = (Fy (1) G3(1) — B(1)(Ga (1) i + (F(t) Gi(t) — F (1) G3(1)) |
+(F (1) Ga(t) — F (1) Gy (1)) k.

De lim F(f)=a segue que lim F(t)=a; parai=1,2,3.

t—)l‘o I—)IO

De lim G(t)= b segue que lim G;i(t)=b; parai=1,2,3.
[—)l‘o t—)to
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Temos

lim F(t) AN G(t) = { lim (F5(¢) G3(¢) — F3() G (t)}
1=ty N

%lo %IO

+ Llim (F3(1) Gi (1) — K (1) G3(t))} j+ l:tlim (F(1) Go(t) — (1) Gy (l))} k
[llm F (1) lim G3(¢) — lim F3(¢) lim Gz(t)} +(11m F(t) lim Gy(t)
=1, -1, -1, =1, o -1,

— lim F(z) lim G3(t)]}+ [ lim F(¢) lim G, (¢) — lim F;(¢) lim GI(I)JIE

t%to l—)lo 0 [—)[O — 0 t—)to

=(ay by — a3 by)i + (a3 by —ay b3) j + (ay by —ay b))k

_|a@ a3|7 |43 a7, |aq ay |
) b3l+b3 Iy bzk
ik B

=|ay az ajz =a/l\b.
by by b3

3.b)SejaF(t) = i —1i+t+1j+e k
onde F(t) = (F,(1), F(1), F5(0)).

F(n=\i—1
Componentes de F: | F, (1) = m
K =eé'.
F é continua em ¢, < F; é continua em f, parai = 1, 2, 3.
Fi()écontinuaparat—1=0 = t=1,
Fy() écontinuaparat+1=0 = t=—1le

F5(1) é continua para todo ¢ € R.

Portanto,
F é continua no conjunto {t ER |t = 1}.

Exercicios 7.5

1.a) F(t)= 32, e, In(t2 + 1)).

fi—lj(z) =((32), ("), (In(t2 + 1))'), ou seja,

dF 2t
—(=|6t,—e !, 5—|.
ar ( ¢ t2+1j
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d2F A A TR .
dl—z(t):[(&),(—e ’),[mj ],ou seja,

d2F 2 —2¢2
A t = 67 _t7— M
az " ( ‘ (;2+1)2]

c) IE(t)=sen 5ti + cos 4tj—'7€—2: i

dF d - d - d - .
==L 507 + = 41) j — — (e k , ou seja,
dt() dt (sen 51).i dt (cos41) j dt (@) !

%(t)=5c055t2—4sen 4tj+2e 2 k.
d*F
ar?
d’F
ar?

d - d - d - .
1)=—(5cos5t)i —— (dsen 41r) j + — (2e"2') k, ou seja,
@®) dt( ) dt( )J dt( ) ]
(t)=—125sen5ti —16cosdt j —4e 2 k.

2.b) Sejam G(1) = (2, 1) e G(1).

dd_f(t) = (2t,1) = (2, 1) ¢é o vetor tangente a trajetéria de G, em G(1).
~ dGg p e
Entdo, X = G(1) + A E(l) ¢ a reta tangente a trajetéria de G no ponto G(1) = (1, 1).

Logo (x, y) = (1, 1) + A (2, 1); A € R, € a reta procurada.

) 11,
¢) Seja F(t) = ?,?,l‘ .

dF 1 1

Z()=|—=,—=,2t|, dai

dt ( ) ( tz tz ), dai

dF 1 1 . N g

5(2) =TT 4 | € o vetor tangente 2 trajetéria de F no ponto F(2).

Reta tangente:

(63, 2) = FQ2) + )\Cf{—f(z), ou sefa,

1 1 1 1
020 =|—, —4|+A|——,——, 4|
w9 = (5o54)ea (5 gd)
4. Como F:I—R3 é derivével até 2.° ordem em I, temos:

df - dF | _dF dF - d*F
EEF(Z‘)/\E(I)]—E(Z‘)/\E(Z‘)'FF(l)/\ﬁ([)
-
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d’F
dr?

Por hipétese: ()= AF(1).

Entdo % [f(t) VAN C;—f(t)] = I:"(t) VAN /\I:"(t) =0, para todo ¢ em 1.

Logo, F N\ le—f(t) =k (constante) em 1.

6. r(t)/\ ﬂ(t) = k. Dai
dt

d (- dr d
— /N — g i
o (r(r) 0 (t)] " (k), ou seja,

. d*r dr dr ==
N () + — ()N —(1) =
rA— O+ -ONA—-0=0

0

Logo r(t)/\ﬁ(t)=6 em R
& dr? '

Exercicios 7.6

1 - 1 - -
Lb J 37+ S P
S

Ml T o - et -
:Jsen3tdti+J j+Jdtk
| J-1 —11+4 72 -1

1 (I
= —%cos 3t] i +[arctg t} j+[t]1_1 k
L -1 -1

_|-1 cos3+lcos (—3) ;+[arctg1—arctg (—1)];’
3 3 N —

cos 3

i B A | P Y
+[1—(—1)]k—[4 ( 4)} +2k=2j+2k.

=

2.a) FONG(@H)= tl=(—e)i+(' —0)j+(—Dk.

Q

J
1
1

—_ S~
—_

1 - ~ 1 - 1 ~ 1 -
_[(F(r)/\G(z))dt=U (1—e’)dt}' +U (et—t)dt]j +[J' (t—l)dz}k
0 0 0 0
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3. Seja }Z‘:[a, b]— R" continua,
F@t)=(F @), B>(1), ..., F,(1)).

- .
Seja G(t)=J.OF(s) ds, t E[a, b]. Temos

- t t t
G(t)= J.Fl(s) ds, sz(s) ds, ... JFn(s) ds
G, () G, (1) G,

Se F: [a, b] —R" & continua, entdo cada componente F; de F & continua.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, sendo F; definida e continua no intervalo [a, b],
t

afungio G;dada por G;(t)= J F(s)ds, t€[a, bl (i=1,2,..,n)é uma primitiva de F; em
0

[a, b], isto é, G; (t) = F;(t) para todo t em [a, b].
Assim:

dG o :

— () =(G1(1), G2 (1), ..., G, (1)) = F(1).

dt — —
RORVATEENAT

1, —
4.a) I:J2F(t) dt. Temos
t
1

2 . L . 2 1. [e2 - [e2 -
Izj (ti+j+t2k)dt:Utdt}+D dt}jj{j tzdt}k
0 0 0 0
272 . R O e -
== iR i+ = k=20 +2j+ 3%,
2 0 3 0 3

Exercicios 7.7
1.a) y(t) = (tcost, tsent) t& [0,27]. Dai

v'(t) = (—tsent + cos t, t cost + sen f) e, portanto,

ly®| = \/(—t sen 7+ cos 1)2 + (7 cos ¢ + sen )2

= \;“‘tz(senz t+cos? t)+ (sen? ¢+ cos? 1) = \t2 +1.
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O comprimento da curva é:

2 . 2m o
L(y) = _[O Iy ()| dt = J.O V2 +1 dr.
Facamos a mudanga de varidvel:
t =tgu; dt =sec’udu

t=0, u=0
t =2, u = arctg 2m

arctg 2@ arctg 27
L(y)= J V1+ tgZu sec? u du = J. sec? u du
0 —_— 0
sec u
arctg 2
arctg 27 ) arctg 2
:J SeCu-seCy du = |secutgu —J. secutgutgudu
o 1 1 0 —
, 0 S
g
arctg 27
arctg 27
=|secutgu —j sec u (sec? u—1) du
0
0
arctg 27
arctg 27 arctg 27
ou seja 2 I sec udu=|secutgu J sec u du
0
0
Portanto:
arctg 27 arctg 27
arctg 27t 1 1
L(y)= J sec3 u du=—|secu tgu +—|In(secu+tgu)
0 2 2
0 0
1 0

N|>—

= sec(arctg 2m) 27 — 57/024 +— ln(sec(arctg 27)+ 27— In(sgc 0 + tg0)
Jl +dm J1+ T isam 0

1
?/1+4w2 27T+—(1n(\1+4772 +2)), ou seja,

Liy) =71 +472 + E1n(277 + 1+ 472),
¢) ¥(t) = (cost,sent,e ')t € [0, 7.
Y () = (—sent,cost, —e ).

V(| =sen? t+cos2 t+e 2 =1+ 2,

L= lywla=|"a+ez ar
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Facamos a mudanga de varidvel

2
e = tg 6; —e dr = sec?d do;, dr= — sec” 6 do
tg 6
=0; 6=%1 + tg20= sec2 (7]

t=1 0=arctge ".

Temos:

5 (1+1tg2 )
arctge ™ wl4 —
J \/1 +e 2 dt= j _ 570 g cossec 0 sec? 6 df
y) tg 6 arctge™ ™

ml4 w4
= cossec 0 dO + cossec 0 tgZ 0 d6

arctge™ ™ arctge™ ™

w4
= cossec 6 dO + (cos )2 sen 6 d6

arctge™ ™ arctge™ ™

w4 1 w4
= l:ln(cossec 0 — cot 0)] + {—%} @
arctge™ 7 arctge™ 7
Agora:
cossec  — cot § = 1 cosf _ 1—cos#
senf sen6 sen 0
ﬁ
1 —cos % T
= =42 -1 @

sen % £

1 —cos(arctge™™) _ \/l—f—e 2m l+e T —1 (J1+e 27 +1)
sen(arctg e” ™) e (\/1 e 2T 1)

-1
= [(cos %j —(cosarctge™ ™ )_1]

1+e_27"
1+e27 —] _ e
T+ +1) 14727 +1
/4
(cos H)~ !
arctge 7
-1
1 [
=2 | ——| |=V2—l+e 7 @
N1+€_27T
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Substituindo ), @ e @ em ():

=2

«/1+€e—277 +1 P2l

Ly)=In(N2 =)= (—m)Ine+In(Y1+e 2™ +1)+~2 — 1+ 27,
1
Liy)=In(2 =1)-(J1+e 27 + 1)+ 7+2 — 1+ 27

ou seja

J1+e 2™ +1 -
L= T mt (2 = fi+e27.

N2 +1
D Seja y:[0, 7] — R? tal quex(r) =1 —costey(r) =t —sent
x'(f)y=sentey'(t)y=1—cost

L(y)=In(~2 —1)—1In

v'(f) = (sent, 1 — cos 1)

| v@ |P=sen®t + (1 — cos > = 2(1 — cos 1) = 2 - 2 sen> 2

£=4sen L
2 2
w

T T ¢ ;
L(V):J H,Y'(t)H dtIJ Zsen_dt:4|:_ cos _:|
0 0 2 2 1

=4(—cos%+cosO)=4.
6. a) Seja y: [a, b] — R", com derivada continua e tal que || y'(#) | # 0 em [a, b].

t
Seja s: [a, b] — R dada por s(¢) =J | v | du.
a

Nestas condigdes a fungdo s = s(f) € inversivel. Seja r = #(s) sua inversa.
A curva &: [0, L] — R" dada por 8(s) = y(#(s)) est4 parametrizada pelo comprimento
de arco (reparametrizacio de y pelo comprimento de arco).

Portanto, y(t) = (2t + 1,3t — 1) t= 0. Temos
v'(H) = (2, 3) e dai

[y @] =4+9 =+13. Segue

- -
5(t) ='[ 13 du =13 1 = 1(s) = —— 5. Dai
0

J13
8(s) = y(1(s)) = [% +1, % - 1).

b) y(t) = (2 cos t, 2 sen 1), t=0.
v'(f) = (—2 sen t, 2 cos f) e dai

ly®| = N/4 sen? t +4 cos? ¢t =2. Segue que
! 1
s(t) = J;)z du=2t = 1(s) =58 portanto,
o(t) = y(t(s)) = (2 cos —, 2 sen ij
’y 2 b 2 .
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d) y(1) = (' cos 1, ¢’ sen 1), t = 0. Temos
v'(f) = (e'cost — e'sent, e’ sent + ¢ cost) e daf

| v'® |F = e*[(cos t — sen 1)> + (sent + cos 1)’] = 2¢%, ou seja,

| v(®] = e V2. Entio

- - - Iy

s<r)=J N2 du=N2 =2 = o=t 1) =1 Y oy eja
s+2 s+2 s+2

8(s) = y(t(s))=——| cos|In ——— |, sen | In —— | |.

W=y =7 [ [ @J ( 72 B
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