CAPITULO 14

Exercicios 14.1
1.a) Seja y'+y=xy3 &y =—y+ xy? (equagdo de Bernoulli)

d
Temos fix, y) = —y + xy3 e &_f =—1+3xy?
y

Assim, fe af sdo continuas em R, Segue que o Teorema 14.1 pode ser aplicado. A
dy

funcao constante y = 0 € solu¢@o da equacdo dada. Entdo, se y = y(x), x € I, for solucao

da equacdo, teremos:

yx) =0 para todo xel
ou yx) #0 para todo xel

Vamos determinar as solucdes y = y(x) com y(x) # 0.
Paray # 0, a equagdo € equivalente a (y™ 2 —x)dx+y 3dy=0 Q)

Fazendo P(r,y) =y > —x e Q(x, y) =y ° vem
J9Q _IP
dx gy _ 2y~ =2
ox,y)  y3

Logo, ¢~ 2 & um fator integrante para (). Como e X0 para todo x, (1) é equivalente a
(v 2 e 2% —xe 2% dx + y=3 7 2¥ dy =0 que é uma equagdo diferencial exata.

_ 1
Integrando obtemos y~ 2 = x + B + ce?*.

I
o

Portanto, y

e y= 75 € a familia das solugdes da equagdo dada.



b) Seja a equagdo de Bernoulli y' + y = xy_l, y > 0.

. 1 _
Fazendo a mudanca de varidvel v = y> ouy = v/ temos »' = 5V U2y,

Substituindo na equagdo:
1 _ _ 1
Ev V2 g )12 = =12 oy Ev’+v=x0uv’+2v=2x,

Multiplicando pelo fator integrante > temos:

Ve + e = 2xe™

’ 1
(Ver) =2xe?* = ve2X = 2J- xe2* dx = xe?* _5 e +¢

1

v=x——+ce ¥
2

1
Portanto, y =% |x — 5 +ce 2 (c €R).
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2. Sejay = ¢(x), x € |—r, r[, uma solug¢@o da equacéo y' = x> + cos y com ¢(0) = 0.
Seja a fungdo ¢(x) = —¢@(—x).

Temos @) (x) == ¢'(=x)-(—1) = ¢'(—x)
¢ 0)=0

Vamos mostrar que ¢; € solucdio da equagéo.
1(x) = ¢'(—x)

(-7 =+
cos @1(x) = cos (—@(—x)) = cos (¢(—x))
¢'(—x) = + cos (¢(—x))
Como ¢(—x) € solucdo, ¢;(x) € solucdo com ¢;(0) = 0. Pelo teorema da existéncia e

unicidade ¢; = ¢, isto é, —¢@(—x) = @(x) para todo x € |—r, r[, ou seja, ¢ € fungdo
fmpar.

3. Sejay = ¢(x), x € ]—r, r[, uma solucdo da equagio y' = xeyz, com
®(0) = yp (o € R).

Como ¢ & solugdo, para todo x € 1—r, 1, ¢'(x) = xel®@I*

Seja ¢;(x) = ¢(—x). Entdo, ¢|(x) = —¢(—x).

Temos que ¢'(—x) = (—x) el#COF
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e, ()17

Mas ¢'(—x)=— qoi(x). Segue que — qoi(x) =(—x)e , Ou seja,

, 2
@1(x) = x?191 6 que significa que ¢ (x) é solugdo.

Além disso, ¢1(0) = ¢(0) = .

Pelo teorema de existéncia e unicidade segue que, para todo x € ]—r, 7,
®1(x) = @(x), ou seja, p(—x) = ¢(x).

Logo, ¢ é uma func¢do par.

” m v Y

4. Seja P(x)=(0) + @'(0)x + L0 12, @70 5, 7O 4, €70 s
2! 3! 41 5!

o polindmio de Taylor de ordem 5 de ¢, em volta de x; = 0.

Temos:

¢0)=0

@' (x) = x> + cos ox) = ¢'(0)=1
¢@'(x) = 2x —sen p(x) - ¢'(x) = ¢"(0)=0
@"(x) = 2 — (cos @(x) - (¢'(0)* + sen e(x) - ¢'(X) = @"(0) =2 —1=1

¢"(x) = —(—sen ¢(x) - (¢'(x))> + 2 cos ¢(x) - ¢'(x) - ¢'(x) +
+ cos @(x) - ¢'(x) - @'(x) + sen @(x) - ¢"(x)) =
= sen ¢(x) (¢'())° — 3 cos e(x) - ¢'(x) - F'(x) — sen @(x) - ¢"
= ¢"(0) =0

(x) =

@"(0) = cos @(x) - (@' ()" + 3 sen o(x) - ¢'(x) - F'(x) +
+ 3 sen ¢() - (¢'() - ¢ (x) = 3 cos ¢(x) (¢(0)° = |
—3cos p(x) - @' (x) - @"(x) — cos @(x) - @'(x) - P"(x) — sen @(x) ¢"(x) =

= ¢"(0) = — 3.
1 3%
P(x)=x+—x3 ——— x> ja, P(x) =x +————.
(x)=2x 6X 120X,0useja, (x)=x 10

6. Sejay = ¢(x), x € 1—r, r[ uma solucéo da equacgdo y' = 2+ y2 com
¥(0) =Yg, 59> 0.

Temos ¢'(x) = O+ goz(x) em|—r, .
Dai, ¢’ (x) = ¢*(x) em |—r, [ .
Segue que, para todo x € [0, [
¢'(x)
@2 (x)

=1
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*o'(n)
0 @2(t)

1 1
+——=x e, portanto,
e(x) ¢(0)

yo

Dai, dt = J 1dt, ou seja,

1 1
‘P(X)B 1 90$X<_~
LI Y0
Yo

Logo, r< L
Yo

'f,|._

7.5e o) =yo+ [ St o) drxEL
X0

pelo teorema fundamental do calculo temos ¢'(x) = f(x, ¢(x)). Além disso, ¢(xy) =y

Portanto, y = ¢(x) € solug¢do da equagio com a condicdo ¢(x;) =

Por outro lado, se ¢(x), x € I, for solugdo, deveremos ter ¢'(x) = f(x, ¢(x)), x € I.
X
Dai, ¢(x) = J Ft, @) di+k xE L
X
0
Tendo em vista a condig¢do ¢(x) = ¥, segue

o(x)=yo + r ft, o) dt, xE I
%o
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